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第1章 introduction

以下で扱う単位系はすべて SI単位系に基づく (長さ:m,質量:kg,時間:sec,電流:A,温度:K,

物質量:mol,光度:cd etc.)。

1.1 自然界の基本的な力




重力

電磁気力

強い力

弱い力

この講義では、この電磁気力を扱う。

1.2 重要な方程式 (一部)

Maxwell方程式� ✏




div �E(�x, t) =
ρ(�x, t)

ε0

rot �E(�x, t) +
∂ �B(�x, t)

∂t
= 0

rot �B(�x, t)− 1

c2
∂ �E(�x, t)

∂t
= µ0

�j(�x, t)

div �B(�x, t) = 0

ただし、
�E(�x, t):電場, �B(�x, t):磁場, ρ(�x, t):電荷密度,�j(�x, t):電流密度, ε0:真空の誘電率,µ0:真空

の透磁率, c2 =
1

ε0µ0

✒ ✑
他に、

∂

∂t
ρ(�x, t) + div�j(�x, t) = 0 連続の方程式
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�F = q( �E(�x, t) + �v × �B(�x, t)) ローレンツ力 (電荷 qをもつ粒子の座標が�x)

<補足 : ベクトル解析の記号 etc. >{
スカラー場 空間各点において、スカラー量を持つ場。f(�x)

ベクトル場 空間各点において、ベクトル量を持つ場。�f (�x)

微分演算子∇(ナブラ)

∇ def.
=




∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z







grad �A(�x) =




∂A�x

∂x
∂A�x

∂y
∂A�x

∂z


 = ∇ �A(�x)

div �A(�x) =
∂

∂x
Ax +

∂

∂y
Ay +

∂

∂z
Az = ∇ · �A(�x)

rot �A(�x) =




∂

∂y
Az − ∂

∂z
Ay

∂

∂z
Ax − ∂

∂x
Az

∂

∂x
Ay − ∂

∂y
Ax


 = ∇× �A(�x)

∗divだけがスカラー量であることに注意 (内積だから)!!
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第2章 静電場

2.1 クーロンの法則
図 2.1のようなとき、2が 1が及ぼす力 �F12は、

�F12 = kq1q2
�x1 − �x2

| �x1 − �x2|3 = kq1q2
�e12
r212

逆も同様。ここで、

k =
1

4πε0
=
µ0c

2

4π
= 8.987551783681764 × 109

[
Nm2/A2s2

]

2.2 電場
電荷 qにクーロン力 �F が及ぶとき、電場は �E(�x)。

�E(�x) =
∑

kqi
x− xi
|x− xi|3 =

1

4πε0

∑
i

qi
�x− �xi
|�x− �xi|3

ちなみに、立体的に連続分布した電荷については、

直交座標

1

4πε0

∫∫∫
ρ(�xi)

�x− �xi
|�x− �xi|3dxdydz

円筒座標
1

4πε0

∫∫∫
ρ(�xi)

�x− �xi
|�x− �xi|3 r

2 sin θdrdφdθ =
1

4πε0

∫∫∫
ρ(�xi)

�x− �xi
|�x− �xi|3 r

2drdφd(cos θ)

図 2.2を見れば単位体積のことは分かるであろう (分かるよね?)。
また、ρ(�xi) =

qi
dV

:電荷密度

< Eの計算の例 >

簡単な例で考えよう。半径Rの球に一様な電荷が分布しているとする。
すなわち、

ρ(�x) =


ρ0 =

3

4πR3
q (|�x| < R)

0 (|�x| > R)

q1, �x1 q2, �x2

図 2.1: クーロンの法則
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θ

dθ

φ
φ+ dφ

x

y

z

rdφ · sin θ

rdθ

厚さ : drr

図 2.2: 円筒座標系と単位体積

このとき、�E(�x)を計算する。1

�ex

x √
x2 + r2 − 2xr cos θ

O R
r

θ

図 2.3: 一様電荷分布球の電場

�x = x�ex,また �x′を r, θ, φで円筒座標表示して、

�E(�x) =
1

4πε0

∫ R

0

r2dr

∫ 1

−1

d(cos θ)

∫ 2π

0

dφρ0
�x− �x′

|�x− �x′|3

∵ 余弦定理:図参照より

=
1

4πε0
�ex

∫ R

0

r2dr

∫ cos θ=1

cos θ=−1

d cos θ

∫ 2π

0

dφρ0
x− r cos θ

(x2 + r2 − 2xr cos θ)
3
2

1�xは空間内の任意の点である。この �xに合わせて、図 2.3のような円筒座標系をとればよい。
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x− r cos θ
(x2 + r2 − 2xr cos θ)

3
2

=
1
2x
(x2 + r2 − 2xr cos θ)

(x2 + r2 − 2xr cos θ)
3
2

+
1
2x
(x2 − r2)

(x2 + r2 − 2xr cos θ)
3
2

よ

り/積分一発目

=
1

4πε0
�exρ02π

∫ R

0

r2dr

∫ cos θ=1

cos θ=−1

d cos θ

1

2x

{
(x2 + r2 − 2xr cos θ)−

1
2 + (x2 − r2)(x2 + r2 − 2xr cos θ)−

3
2

}
積分二発目

=
1

4πε0
�exρ02π

∫ R

0

r2dr

1
−2xr

1
x

[
(x2 + r2 − 2xr cos θ)

1
2 − (x2 − r2)(x2 + r2 − 2xr cos θ)−

1
2

]cos θ=1

cos θ=−1

= 1
4πε0

�exρ02π
∫ R

0
r2dr 1

−2xr
1
x

[
|x− r| − (x+ r) − (x2 − r2)

(
1

|x−r| − 1
x+r

)]

ここで、
1

−2xr

1

x

[
|x− r| − (x+ r)− (x2 − r2)

(
1

|x− r| −
1

x+ r

)]
=




2

x2
(x > r)

0 (x < r)

x > Rとして、

=
1

4πε0
�exρ02π

2

x2

∫ R

0

r2dr

=
1

4πε0

4

3
πR3ρ0

1

x2
�ex =

Q

4πε0

1

x2
�ex (x > R)

x < Rのときは、

=
1

4πε0
�exρ02π

2

x2

∫ x

0

r2dr

=
1

4πε0

4

3
πρ0 �exx (x < R)

宿題:電気的双極子� ✏

点電荷 q,-qがあるとし、-qから qへの相対位置ベクトルを�lとする。�P = q�lを中心と
して |l| −→ �0の極限をもったものを電気的双極子という。�xiに電気的双極子 �P があ
るとき、�xにおける電場 �E(�x)を求めよa。)

-q q�xi �x

�l

a極限は最後にとる
✒ ✑
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解)

�E(�x) =
1

4πε0
q
�x−

(
�xi +

1
2
�l
)

∣∣∣�x− (�xi + 1
2
�l
)∣∣∣3 − 1

4πε0
q
�x−

(
�xi − 1

2
�l
)

∣∣∣�x− (�xi − 1
2
�l
)∣∣∣3

|�x− �xi| 	
∣∣∣1
2
�l
∣∣∣であるから、

∣∣∣�x−
(
�xi +

�l

2

)∣∣∣−3

=



(
�x− �xi −

�l

2

)2



− 3
2

= |�x− �xi|−3

(
1−

�l · (�x− �xi)

|�x− �xi|2
)− 3

2

≈ |�x− �xi|−3

(
1 +

3

2

�l · (�x− �xi)

|�x− �xi|2
)

�E(�x) =
1

4πε0
q


−

�l

|�x− �xi|3 +
3
{
�l · (�x− �xi)

}
(�x− �xi)

|�x− �xi|5




�er =
�x− �xi
|�x− �xi| として、

−→ − 1

4πε0

1

r3

{
�P − 3(�P · �er)�er

}

(答)
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第3章 ガウスの法則

3.1 積分型のガウスの法則
ある閉曲面があるとき、中に電荷があれば単位面積を垂直に貫く電気力線の数を合計し

た数すなわち、ある電荷から出る電気力線の総和は
q

ε0
である。っていうか、こう定義し

てあるんだから当たり前。また、電荷が外にあれば、入ってきた電気力線と出ていく電気
力線の数が等しくなる1から正負合計した本数は 0。
これを式で書くと、

∫
S

�E(�x) · �n(�x)dS =



q

ε0
電荷が曲面の内側にあるとき

0 電荷が曲面の外側にあるとき

ここで、�n(�x)は単位体積∆Sの法線ベクトル (大きさは 1)。
まずは、電荷を囲む閉曲面が半径Rの球であるとして計算してみよう。閉曲面上のある
点の位置ベクトルを �xとする。

�E(�x) =
1

4πε0
q
�x

|�x|3 =
1

4πε0
q
x̂

|�x|2 (x̂ =
�x

|�x| : x方向の単位ベクトル。この場合�n(�x)と一致)

これを利用して電気力線の総和を求めると、∫
S

�E(�x) · �n(�x)dS =
q

4πε0

∫
S

x̂

|�x|2 x̂dS =
q

4πε0

∫
S

dS =
q

ε0
(∵ S = 4πR2)

次に、任意の閉曲面について考えてみよう。∆Sを貫く電気力線の本数を∆Nとする。�E
に垂直な面は∆S cos θであるが (図 3.1参照のこと)、これを貫く電気力線の本数が∆Nで
あるから、

∆N

cos θ∆S
= | �E|

�n(�x)

�E(�x)
θ

∆S

図 3.1: 閉曲面上での面積分
1電荷のないところで電気力線が閉じることはないよね。
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∴ ∆N = E cos θ∆S

⇔ N = lim
∆S−→0

{∑
all∆S

( �E · �n)∆S
}

=

∫
S

�E · �ndS

この面積分は曲面の形に依存しないので、先ほどの結果を利用すれば任意の閉曲面につ
いて、∫

S

�E · �ndS =
q

ε0

が成り立つことが分かる。
電荷が密度 ρ(�x)で連続分布しているならば、qを積分に書き直して∫

S

�E · �ndS =
1

ε0

∫
V

ρ(�x)dV (3.1)

となる。
∗ガウスの法則は、電荷分布が対称性を持っているときに応用範囲が広い。
さて、次に面積分で表されたガウスの法則を体積積分に書き換える。そのために、まず
「ガウスの定理」を学ぶ。

3.2 ガウスの定理 (発散定理)

ガウスの定理� ✏

∫
S

�A · �ndS =

∫
V

∇ · �AdV
✒ ✑
証明)

ある体積 Vの中に小さな箱 Qがあるとする。Qの体積を∆V = ∆x∆y∆zとする。この
ような直方体Qの表面 SQで、あるベクトル �Aの面積分を行う。
Qを面 Sx0, Sx0+∆x, Sy0, Sy0+∆y, Sz0, Sz0+∆zに分解する。このとき、∫

SQ

�A · �ndS =

∫
Sx0

�A · �ndS +

∫
Sx0+∆x

�A · �ndS

+

∫
Sy0

�A · �ndS +

∫
Sy0+∆y

�A · �ndS

+

∫
Sz0

�A · �ndS +

∫
Sz0+∆z

�A · �ndS
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Sx0と Sx0 +∆xでは xの値のみが変化し、法線ベクトルの向きが逆なので、∫
Sx0

�A · �ndS +

∫
Sx0+∆x

�A · �ndS

= −
∫
Ax(x0, y0, z0)dydz +

∫
Ax(x0 +∆x, y0, z0)dydz

=

∫
Ax(x0 +∆x, y0, z0)−Ax(x0, y0, z0)

∆x
∆xdydz

∆xは十分小さいとして

=

∫
∂Ax
∂x

dV

同様に、y,zについてもやると∫
SQ

�A · �ndS =

∫
VQ

(
∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y

+
∂Az
∂z

)
dV =

∫
VQ

∇ · �AdV

さて、微小直方体については分かった。これを二つくっつけたとしよう。接合面での �A ·�n
の値を考えると、�nの符号だけが逆になっていることが分かる。つまり、二つの微小直方
体をくっつけると接合面での和が 0になり、二つを合わせた立体についてまた、∫

S′
�A · �ndS =

∫
V ′

∇ · �AdV

が成り立つことがわかる。よって、閉曲面に囲まれた物体全体について足し合わせても、∫
S

�A · �ndS =

∫
V

∇ · �AdV =

∫
V

div �AdV

が成り立つ。

3.3 微分型のガウスの法則

微分型のガウスの法則� ✏

∇ · �E(�x, t) = div �E(�x, t) =
1

ε0
ρ(�x, t)

✒ ✑
証明)

ガウスの定理を (3.1)に適用すればよい2。

2そもそも divergenceというのは「湧き出し」という意味であるから、電荷から電気力線が湧き出す本
数を表す法則と考えても感覚的には頷ける。
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ρ

�ez

z

λ

l

�n

�E

図 3.2: 無限に長い導線上の電荷分布と円筒形のガウス面

3.3.1 ガウスの法則を用いた計算例

普通に積分すると煩瑣になる計算も、ガウスの法則を用いれば難なく計算できる例を幾
つか見てみよう。

直線上の電荷による電場� ✏
無限に長いまっすぐな導線に、一様な線密度λで分布した電荷による電場を求めよ (図
3.2参照)。

✒ ✑

単純な計算による解法 �x = ρ�eρ + z�ezとする。

�E(�x) =
1

4πε0

∫ ∞

−∞
λdz′

�x− z′ �ez
|�x− z′ �ez|3

=
λ

4πε0

∫ ∞

−∞
dz′

(z − z ′)�ez + ρ�eρ
((z − z ′)2 + ρ2)

3
2

s = z′ − zとする。

=
λ

4πε0

∫ ∞

−∞
ds

−s�ez + ρ�eρ
(s2 + ρ2)

3
2
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s = ρ tanαとおくと ds = ρ
1

cos2 α
dα

=
λ

4πε0

∫ π
2

−π
2

ρ
1

cos2 α
dα

ρ�eρ
ρ3 1

cos3 α

=
λ

4πε0

1

ρ
�eρ

∫ π
2

−π
2

dα cosα

=
λ

2πε0

1

ρ
�eρ

ガウスの法則による解法

�E(�x) = E(ρ)�eρ

であるから、∫
s

�E(�x) · �n(�x)ds =
∫
E(ρ)�eρ · �eρds′

= 2πρlE(ρ)

よって、

2πρlE(ρ) =
λl

ε0

E(ρ) =
λ

2πε0

1

ρ

�E(�x) =
λ

2πε0

1

ρ
�eρ

平面上の電荷分布� ✏
一様な面電荷密度 σの無限に大きな板が作る電場を求めよ。

✒ ✑

単純な計算による解法

�E(�x) =
1

4πε0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dx′dy′σ

�x− �x′

|�x− �x′|3

x = z�ez, �x′ = z′ �ez − ρ′ �eρで置き換える。微小面積 dx′dy′ = ρdα′dρとできるから、

=
σ

4πε0

∫ ∞

0

ρ′dρ′
∫ 2π

0

dα′ z�ez − ρ′ �eρ
(z2 + ρ′2)

3
2

13



�ez

α′ρ′
�eρ

�x

dα′

微小面積

ρ′

dρ′

ρ′dα′

s0

図 3.3: 無限に大きな板とガウスの法則

αで積分するときは
1

(z2 + ρ′2)
3
2

は定数、ρ�eρはαの動径が 1まわりすると消えるから、

=
σ

4πε0
2πz�ez

∫ ∞

0

dρ′
ρ′

(z2 + ρ2)
3
2

=
σ

2ε0
z�ez
[
−(z2 + ρ′2)−

1
2

]ρ=∞

ρ=0

=
σ

2ε0
�ez

ガウスの法則による解法

�E(�x) = E(z)�ez

E(z) =

{
E(|z|) z > 0

−E(|z|) z < 0

∫
s

�E(�x) · �n(�x)ds = s0E(|z|)− E(| − z|)�ez · (−�ez)

= 2s0E(|z|)

2s0E(|z|) = σs0
ε0

⇔ E(|z|) = σ

2ε0

よって、

�E(�x) =




σ

2ε0
�ez z > 0

σ

2ε0
�ez z < 0

=
σ

2ε0
�ez
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球面上の電荷分布� ✏
半径 rの球内部に一様な密度 ρで電荷が分布しているときの電場を求めよ。

✒ ✑

単純な計算による解法
前にやったので省略。

ガウスの法則による解法∫
s

�E(�x) · �n(�x)ds = 1

ε0

∫
v

ρ(�x)d3x

球対称性から、

�E(�x) = E(|�x|) · x̂ (x̂ =
�x

|�x|)

sを半径 rの球として

∫
s

�s(�x) · �n(�x)ds =
∫
s

E(r)x̂ · x̂ds

= 4πr2E(r)

ゆえに、

4πr2E(r) =
1

ε0
q

E(r) =
1

4πε0
q
1

r2

�E(�x) =
1

4πε0
q
1

r2
�er
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第4章 静電ポテンシャル・静電エネ
ルギー

4.1 はじめに
ここら辺から意味が分からなくなってくるので、一旦これから何をやるべきか整理して

みる。
電場はベクトル量。

これをスカラー量である静電ポテンシャルから導けるようにするのが目的。

そのために静電ポテンシャルが経路に依らず一定であることを示さなければならない。

すなわち、クーロン力が保存力であることを示さなければならない。

これを示すためには、ガウスの定理の二次元版、ストークスの定理を使う必要がある。

ではいってみよう。

4.2 ストークスの定理

ストークスの定理� ✏

あるベクトル �Aについて、面積分と線積分について∫
S

(rot �A(�r)) · �n(�r)dS =

∮
C

�A(�r) · d�r

が成り立つ。ただし、経路Cは曲面 Sの周囲を囲んでおり、S上の法線ベクトル �n(�r)
の方向は、Cが反時計回りに見える向きに定義される (図 4.1参照)。

✒ ✑
証明)

図 4.1のような xy平面上の小さな長方形∆S = ∆x∆yを考える。法線ベクトル �nの方向
は z軸の正の方向とする。この長方形∆Sのまわりの経路C ′で考えよう。C ′上の線積分
は一次近似すれば当然∮

C′
�A(�r) · d�r ∼=Ax(x0, y0, z0)∆x+ Ay(x0 +∆x, y0, z0)∆y

− Ax(x0, y0 +∆y, z0)∆x− Ay(x0, y0, z0)∆y

16



C

S

∆S�n

z
�n

x

(x0, y0)
(x0, y0 +∆y)

(x0 +∆x, y0)
(x0 +∆x, y0 +∆y)

y

図 4.1: ストークスの定理

Ax(x0, y0 +∆y, z0) ∼= Ax(x0, y0, z0) +
∂Ax(x0, y0, z0)

∂y
∆yと、

Ay(x0 +∆x, y0, z0) ∼= Ay(x0, y0, z0) +
∂Ay(x0, y0, z0)

∂x
∆xを代入して、

∫
C′
�A(�r) · d�r ∼=

(
∂Ay(x0, y0, z0)

∂x
− ∂Ax(x0, y0, z0)

∂y

)
∆x∆y

= (∇× �A)z∆x∆y

∼=
∫

∆S

(∇× �A) · �ndS

これは、三次元の任意の曲面について成り立つ1。
上で使った長方形と同じような微小長方形∆S1, ∆S2をある一辺を接してくっつけたとす
る。このとき、その辺上での �A · d�rが互いに異符号になって打ち消し合うから結局周囲の
線積分だけが残るわけ。このようにして、三次元の任意の曲面について、ストークスの定
理が成り立つことが証明された。

4.3 静電場の渦なしの法則
静電場が保存力を導く場であることを証明するためには、�F (クーロン力)を線積分して

0になることを示せばよい。�F は �Eに比例するから、∮
C

�E(�r) · d�r = 0

を示せばよいということになる。∮
C

�E(�r) · d�r = 0 ⇔
∫
S

(∇× �E) · �n(�r)dS = 0

となる。平面が微小であると考えれば �nが一定であるから、

∇× �E = �0
1以下の証明の仕方はガウスの時とほとんど同じ。
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を示せばいいことが分かる。すなわち、

∇×
(

1

4πε0

∫
V

ρ(�r′)

|�r − �r′|3 (�r −
�r′)dV

)

を示せばよい。
ここで、(電気的双極子の所でもにもこんな式変形したね)

∂

∂x

1

|�r − �r′|3 =
∂

∂x

(
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z ′)2)− 3

2 = −n(x− x
′)

|�r − �r′|5

を利用すると、(
∇× �E(�r)

)
x
=
∂Ez(�r)

∂y
− ∂Ey(�r)

∂z

=
ρ(�r)

4πε0

[
(z − z ′) ∂

∂y

1

|�r − �r′|3 − (y − y ′) ∂
∂z

1

|�r − �r′|3
]
dV

=
ρ(�r)

4πε0

∫ [
(−3)

(z − z ′)(y − y′)
|�r − �r′|5 + 3

(y − y′)(z − z ′)
|�r − �r′|5

]
dV

= 0

y,z成分についても同様の計算を適用すると、

∇× �E(�r) = �0

を証明することができる。よって、静電場は保存力を導く2。

4.4 静電ポテンシャル
ある状態 Aから Bへの電場の変化を考えてみよう。前項により、経路に依存しないこ

とは分かっているから、Pをある定点として、∫ B

A

�E(�r) · d�r =
∫ P

A

�E(�r) · d�r +
∫ B

P

�E(�r) · d�r

= −
∫ A

P

�E(�r) · d�r +
∫ B

P

�E(�r) · d�r

= φ( �rB)− φ( �rA)
と表せる。もちろん


φ( �rB) = −

∫ B

P

�E(�r) · d�r + C

φ( �rA) = −
∫ A

P

�E(�r) · d�r + C
2この式とガウスの式を用いると、逆にクーロンの法則を導くことができる (あとで述べる)。クーロンの

法則からガウスの法則を導くのは前にやった。
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である (が、PをちょうどC = 0となる点ととれば都合がいい)。
このスカラー量φ(�r)を静電ポテンシャルという。

dφ = − �E · d�r

であるが、

dφ = φ(x+ dx, y + dy, z + dz)− φ(x, y, z)
∼= ∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy +

∂φ

∂z
dz

= ∇φ · d�r

でもあるため、

�E(�r) = −∇φ(�r) = −gradφ(�r)

となる。これで静電ポテンシャルを定義する場合もある。
∗ φの勾配が �Eとなる。

�E(�x) = −gradφ(�x) ⇔ rot�E(�x) = �0を示そう。
証明)

(⇐)

(∇× (∇φ))x =
(
∂

∂y

∂

∂z
φ− ∂

∂z

∂

∂y
φ

)

=

(
∂2

∂y∂z
− ∂2

∂z∂y

)
φ = 0

y,z成分についても同様。
(⇒)

すぐ前に書いてあるとおり、適当な経路をとってきて云々すればいいだけ。

(証明終わり)

静電ポテンシャルの単位はV = [J/C] = NmC−1 3

4.5 ポアソンの方程式
ポアソンの方程式は静電ポテンシャルと電荷密度を結ぶ重要な式4である。

特に、電荷分布が対称性をもつとき役に立つ。
3これを見ると、静電ポテンシャルは「単位電荷あたりのポテンシャルエネルギーである」ことが分かる。
4ついでなので、電荷密度・電場・静電ポテンシャルの関係を確認しておこう。
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ポアソンの方程式� ✏

�φ(�x) = −ρ(�x)
ε0

✒ ✑
証明)



�E = −∇φ
∇ · �E =

ρ

ε0

から、直ちに

�φ = − ρ
ε0

が導かれる。

(証明終わり)

ところで、電荷が存在しないと

�φ = − ρ
ε0

= 0

となる。これをラプラスの方程式という。

4.5.1 ポアソンの方程式を用いた計算例

球対称な分布� ✏
球対称なポテンシャルに対してラプラス方程式を解け (一般解)。

✒ ✑

φ(�x) = φ(r)

であるが、

∂φ

∂x
=
∂r

∂x

dφ

dr
=
x

r

dφ

dr

ρ, q

E

ガウスの法則∇ · �E =
ρ

ε0
, ∇× �E = 0

φ
�E = −∇φ

ポアソンの方程式

�φ = −ρ(�x)
ε0
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∴ r =
√
x2 + y2 + z2とすると、

∂r

∂x
= 2x

1

2
(x2 + y2 + z2)−

1
2 =

x

r

さらにもう一回微分して、

∂2φ

∂x2
=
∂

∂x

(
x

r

dφ

dr

)
=

1

r

dφ

dr
+ x

(
− 1

r2

)
x

r

dφ

dr
+
x

r

x

r

d2φ

dr2
=

(
1

r
− x2

r3

)
dφ

dr
+
x2

r2
d2φ

dr2

∂2φ

∂y2
=

(
1

r
− y2

r3

)
dφ

dr
+
y2

r2
d2φ

dr2

∂2φ

∂z2
=

(
1

r
− z2

r3

)
dφ

dr
+
z2

r2
d2φ

dr2

∴ �φ =
2

r

dφ

dr
+
d2φ

dr2

さて、�φ = 0ならば、

2

r

dφ

dr
+
d2φ

dr2
=

1

r

d2

dr2
(rφ) = 0

(最後の変形はあとで使うために入れた。計算すれば分かる)

φ′′

φ′
= −2

r

これを積分して、

log φ′ = −2 log r + C

よって

φ′ =
C

r2

もう一度 rについて積分して、

φ =
A

r
+B

となる。
ここで、境界条件を考慮しなければならない。r −→ ∞のときφ = 0より、B = 0。よって、

φ =
A

r

が解の一般形となる。
これをは次の、代表的な場合で確認できる。
�x = 0に点電荷 qが存在するとき、

φ(�x) =
1

4πε0
q
1

r
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A =
1

4πε0
q, (B = 0)

とすればラプラスの方程式の解となる。

球状の分布� ✏
半径Rの球に電荷が一様に分布しているとき、ポアソンの方程式から静電ポテンシャ
ルの式を導け。

✒ ✑
解)

�φ =
1

r

d2

dr2
(rφ) =



− ρ

ε0
(r < R)

0 (r > R)

である。これはポアソンの方程式から自明。また、前の問題で出てきた球対称な場合の一
般形を用いた。

1. r < Rのとき
積分して、

φin = − ρ

6ε0
r2 + c+

d

r
(r < R)

とおける。
ここで、r = 0のときに有限なポテンシャルが存在することから d = 0。

2. r > Rのとき

φout =
b

r

さて、ここで境界条件

r = Rのときφout = φin,
dφout
dr

=
dφin
dr

から (途中計算略)

b =

R3ρ

3ε0

c =
ρ

6ε0
R2 +

ρR2

3ε0
=

ρ

2ε0
R2

以上から、

φ =



ρ

2ε0

(
R2 − r2

3

)
r < R

ρR3

3ε0

1

r
r > R
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図 4.2: 円筒座標

C

�ez

�eρ�eθ

である5。

円筒座標� ✏
線状に分布した電荷について、ポアソンの方程式を解け。

✒ ✑
解)

5逆に、この静電ポテンシャルからポアソンの式を逆に出してみよう。

q =
4π

3
R3ρ

とおいて、

∂φ

∂x
=




1
4πε0

q
1

2R3
(−2r)

x

r
=

1
4πε0

q
(
− x

R3

)
1

4πε0
q

(
− 1

r2

)
x

r
=

1
4πε0

q
(
− x

r3

)

∂2φ

∂x2
=




1
4πε0

q

(
− 1

R3

)
= − 1

4πε0
q

1
R3

1
4πε0

q

{(
− 1

r2

)
+ (−x)

(−3
r4

)
x

r

}
= − 1

4πε0
q

(
1
r3

− 3x2

r5

)

よって、

∆φ =


 − 3

4πε0
q

1
R3

= − ρ

ε0
r < R

0 r > R
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基本的な計算法は球対称の分布の場合とほとんど同じ。

∂φ

∂x
=
∂ρ

∂x

dφ

dρ
=
x

ρ

dφ

dρ

∂2φ

∂x2
=

1

ρ
+ x

(
− 1

ρ2

)
x

ρ

dφ

dρ
+
x

ρ

x

ρ

d2φ

dρ2
=

(
1

ρ
− x2

ρ3

)
dφ

dρ
+
x2

ρ2

d2φ

dρ2

∂2φ

∂y2
=

(
1

ρ
− y2

ρ3

)
dφ

dρ
+
y2

ρ2

d2φ

dρ2

ρ =
√
x2 + y2,

∂ρ

∂x
=
x

ρ
より、

∆φ =
1

ρ

dφ

dρ
+
d2φ

dρ2

であるから、∆φ = 0とすれば

1

ρ

dφ

dρ
+
d2φ

dρ2
= 0

φ′′

φ′
= −1

ρ

log φ′ = − log ρ+ C

φ′ =
C

ρ

φ = A log ρ+B

面状の電荷� ✏
面状に分布した電荷について、ポアソンの方程式を解け。

✒ ✑
面に垂直な方向を z軸でとる。このとき、

φ(�x) = φ(z)

�φ =
d2φ

dz2

�φ = 0であれば、

d2φ

dz2
= 0

φ = Az +B

となる。
これは例えば、

�E(�x) =
σ

2ε0

z

|z| �ez
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を積分して (負号をつけて)

φ = − σ

2ε0
|z|

と解いた静電ポテンシャルの形にも合っている。

4.6 静電エネルギー
電荷 qを静電場内で移動するときに作用する力は、

�F = q �E = −q∇φ

であるから、A −→ Bで電荷が受ける仕事は

U =

∫ B

A

�F · d�x = −q
∫ B

A

�E · d�x = q(φ( �rB)− φ( �rA))

このように、電位差に比例する。無限遠から積分したと考えれば静電エネルギーは

U = qφ(�x)

となる。
ここで、

φ(�xi) =
1

4πε0

∑
j

qj
1

|�xi − �xj| ⇒ U =
1

4πε0

∑
j

qiqj
1

|�xi − �xj|

より、電荷の集合体に対して

U =
1

4πε0

n∑
i=1

n∑
j=i+1

qiqj
1

|�xi − �xj| =
1

8πε0

∑
i�=j
qiqj

1

|�xi − �xj|

連続電荷分布の場合はどうなるだろうか?

U =
1

8πε0

∫
V

∫
V

ρ(�x)ρ(�x′)

|�x− �x′| d
3xd3x′

これは上の式の、i = j の部分 (自己エネルギー · · · 電荷が自分自身で持っているエネル
ギー:xに依存しないから、x同士引けば消える)も含めて考えたことになる。6

静電エネルギーは電場を使ったらどのように表せるだろうか。

φ(�x) =
1

4πε0

∫
ρ(�x′)

|�x− �x′|d
3x

6分母が 0になるのはまずいが、実際の例で考えると上の式なら大丈夫 (あとで示す)
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と見比べて、

U =
1

2

∫
V

ρ(�x)φ(�x)d3x (4.1)

と書き換えることができる。また、

∆φ(�x) = − 1

ε0
ρ(�x), � = ∇ · ∇ = div · grad

より

U =
1

2

∫
V

(−ε0 � φ(�x))φ(�x)d3x =
ε0
2

∫
V

(∇ · �E(�x))φ(�x)dV

部分積分の公式より∇ · (φ �E) = ∇φ · �E + φ∇ · �E ⇔ (∇ · �E)φ = ∇ · (φ �E)−∇φ(= �E) · �E
だから

= −1

2
ε0

∫
V

{
∇ (φ(�x)∇φ(�x))− �E(�x)2

}
d3x

= −1

2
ε0

∫
S

φ(�x)∇φ(�x) · �n(�x)dS +
1

2
ε0

∫
V

( �E(�x))2d3x (発散定理で表面積分に)

Vを、電荷を囲む充分に大きな、半径 Rの球とすると、電荷を点電荷として見なすこと
ができ、オーダーで考えれば

φ(�x) −→ 1

R
, |∇φ(�x)| −→ 1

R2
, dS −→ R2

とできる。このとき、

(第一項) −→ 1

R

1

R2
R2 −→ 0

より、以降の計算で無視して構わない。よって

U =
1

2
ε0

∫
V

�E2(�x)d3x

これが一様に電荷が分布している球 (半径 a)の場合に正しいことを示してみ
よう。すなわち、

ρ(�x) =

{
ρ0 (r < a)

0 (r > a)

�E(�x) =

{
1
3
ρ0
ε0
r�er (r < a)

1
3
ρ0
ε0

R3

r2
�er (r > a)
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まずは普通に計算してみよう。あとで電場から計算した場合と比較して同じに
なることを示す。

U =
ρ2

0

8πε0

∫
d3x′

ρ(�x)ρ(�x′)

|�x− �x′|

対称性から、球座標で x′ = r′ sin θ cosφ, y ′ = r′ sin θ sinφ, z ′ = r′ cos θより、
|�x− �x′| = (r2 + r′2 − 2rr′ cos θ)

1
2 なので

=
1

8πε0

∫ a

0

dr′r′2
∫ 1

−1

d cos θ′
∫ 2π

0

dφ′
1

(r2 + r′2 − 2rr′ cos θ)
1
2

=
ρ2

0

8πε0
8π2

∫ a

0

drr2
∫ a

0

dr′r′2
[
− 1

rr′
(r2 + r′2 − 2rr′ cos θ′)

1
2

]1

−1

=
ρ2

0

8πε0
8π2

∫ a

0

drr2
∫ a

0

drr′r′2 − 1

rr′
{|r − r′|+ (r + r′)}

=
ρ2

0

8πε0
8π2

∫ a

0

drr2
{∫ a

0

dr′r′2
2

r
+

∫ a

r

dr′r′2
2

r′

}

=
ρ2

0

8πε0
8π2

∫ a

0

drr2
{
2

3
r2 + (a2 − r2)

}

=
ρ2

0

8πε0
8π2

∫ a

0

drr2
(
a2 − 1

3
r2
)

=
ρ2

0

8πε0
8π2

∫ a

0

drr2
(
1

3
a5 − 1

15
a5

)

=
4πρ2

0a
5

15ε0

これを電場から計算する。

U =
1

2
ε0

[∫ a

0

(
ρ0

3ε0

)2

r24πr2dr +

∫ ∞

a

(
ρ0a

3

3ε0

)2
4πr2

r4
dr

]

=
1

2
ε0

[(
ρ0

3ε0

)2

4π
a5

5
+

(
ρ0a

3

3ε0

)2

4π
1

a

]
=

4πρ2
0a

5

15ε0

よって一致していることが分かった。
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第5章 電流

5.1 電流と電荷保存則
• 電流 Iとは、単位時間に通過する電荷の量のことである。
単位 [A] = [C][s−1]である。ただ、むしろ Aをもとに C(クーロン)を定義する場合
もある (単位系による)。

• 電流密度 jとは、単位面積あたりの電流である。すなわち、

j =
I

s

電流密度ベクトルを�j(�x, t)とし、大きさは j,方向は電流の向きとする。

連続の方程式と電荷保存則� ✏

電流密度を�jとすると、

∇ · �j(�x, t) + ∂

∂t
ρ(�x, t) = 0 (連続の方程式 : continuity equation)

が成り立つ。また、定常電流の場合

∇ · �j(�x, t) = 0 (電荷保存則)

が成り立つ。これは定常電流には湧き出しがないことを示している。
✒ ✑
証明)

ρ(�x, t),�j(�x, t)について、Vという領域 (表面積 S)から流れ出す電流 I(t)は

I(t) =

∫
S

�j(�x, t) · �n(�x)dS = (発散定理)

∫
V

div�j(�x, t)dV

流れ出す電荷の量Q(t)は

Q(t) =

∫
V

ρ(�x, t)d3x

dQ(t)

dt
=

∫
V

∂ρ(�x, t)

∂t
d3x
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すなわち、

dQ(t)

dt
= −I(t)

まとめれば∫
V

∂ρ(�x, t)

∂t
d3x = −

∫
V

div�j(�x, t)d3x

すなわち、

∂ρ(�x, t)

∂t
+ div�j(�x, t) = 0 (5.1)

ここで、定常電流という仮定をすると、
∂ρ(�x, t)

∂t
である。よって、

∇ · �j(�x, t) = 0

となる。

(証明おわり)

5.2 オームの法則
ある断面積 S,長さ lの物体の片端の静電ポテンシャルを φ( �x2)、もう片端の静電ポテン

シャルを φ( �x1)とするとき、

I =
φ( �x2)− φ( �x1)

R

このRを電気抵抗という。また、

R = ρ
l

S

という関係があり、ρ [Ωm]を抵抗率、σ = ρ−1 [Ω−1m−1]を電気伝導度という。
次に、これを微視的なものに書き換える。

I =
φ(�x)− φ(�x+∆�x)

R
=

−gradφ(�x) ·∆�x
R

電流密度 jを用いて

I =
�j(�x′) ·∆�x

|∆�x| ∆S

と表すこともできるので、

�j(�x′) =
−gradφ(�x)|∆�x|

R∆S

= −σgradφ(�x)
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�E(�x) = −gradφ(�x)より、

�j(�x′) = σ �E(�x)

これを微視的なオームの法則という。

電子論:

<電子の運動方程式 >

電場を Eとすると、

m
�x

dt
= −e �E −mγ�v

定常状態であれば、

d�v

dt
= 0

であるから、

�v = 0− e

mγ
�E

�j = −Ne�v (N : 導体中の自由電子の数)であるから、

�j = −Ne
(
− e

mγ
�E

)

=
Ne2

mγ
�E

ここで、σ =
Ne2

mγ
。前の式と比較すれば分かる。

5.3 ジュールの法則

仕事 (ジュール熱)をWとすると、

W = q[φ( �x1)− φ( �x2)] = q∆φ

仕事率は

P = I∆φ = RI2 =
(∆φ)2

R
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ジュールの法則は次のように書ける。断面積∆S,長さ∆xを考えて

P = p(�x)∆S∆x

静電ポテンシャルの勾配 (= grad)は電場であるから、

p(�x) =
I∆ · φ
∆S∆x

= �j(�x′) · �E(�x)

これを、微視的なジュールの法則という。
微視的なジュールの法則も電子の挙動から導くことができる。

p(�x) =
∑ d

dt
(�F · �x) = N(−e �E)�v = �j · �E
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第6章 電流と静磁場

6.1 アンペールの力とローレンツ力
z軸方向の 2直線が、y軸にそって L離れているとき、

∆F12 =
µ0I1I2
2πR

�ey∆L

が成り立つ。これを利用して電流の単位が定められている。

電流の単位 A: 真空中で距離 1m隔てて置かれた 2つの同じ強さの平行電流に作用する力
が 1mあたり 2× 10−7N であるとき、その電流の強さを 1Aと定義する。

この定義より、µ0 を求めることができる。アンペールの法則に代入して、µ0 = 4π ×
10−7 [N/A−2]。これも、微視的な立場から分析してみよう。電荷密度 ρ、電子の速度 v、
断面積∆Sとすると、

∆ �F12 =
µ0ρv∆SI2

2πR
�ey∆L

�ey = �ez × �exであるから、

= ρ∆S∆L�ez × µ0I

2πr
�ex

= q�v× µ0I

2πR
�ex

B(�x) =
µ0I

2πR
�exとすると、

�F = q�v × �Bと表せる。

�B(�x)は磁場1で、単位は [T ] = NC−1m−1s = NA−1m−1 · · ·上の式より
ローレンツ力 q( �E(�x) + �v × �B(�x))

1磁束密度ということあるが、ここではあえてそう呼ばない
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C

�ez

�eρ
�eθ

z

ρ

�x′

�x

図 6.1: 円筒座標

6.2 電流の作る磁場～ビオ・サヴァールの法則
ある経路Cを電流 Iが流れているとき、位置 �x′ → �x′ + d�x′の部分による磁場 (変化部分

d�x′を電流素片という)を考えると、

d �B(�x) =
µ0I

4π
d�x′ × �x− �x′

|�x− �x′|3

これが、電流素片の作る磁場。足しあわせて、

�B(�x) =
µ0I

4π

∫
C

d�x′ × �x− �x′

|�x− �x′|3
これが、C全体の作る磁場。

さて、直線電流に適用して、これが成立することを示してみよう。ただし、図 6.1のよう
な円筒座標 (ρ, θ, z)を使うものとする。

�B(�x) =
µ0I

4π

∫
C

d�x′ × �x− �x′

|�x− �x′|3
�x′ = z′ �ez, d�x′ = dz′ �ez, �x = ρ�eρ + z�ez

d�x′ × (�x− �x′) = dz′ �ez × (ρ�eρ + (z − z ′)�ez) = dz′ρ�eθ

�B(�x) =
µ0I

4π

∫ ∞

−∞
dz′

ρ�eθ

(ρ2 + (z − z ′)2) 3
2
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s = z′ − zであるから

=
µ0I

4π
ρ�eθ

∫ ∞

−∞
ds

1

(s2 + ρ2)
3
2

=
µ0I

4π
ρ�eθ

[
1

ρ2

s

(s2 + ρ2)
1
2

]s=∞

s=−∞

=
µ0I

4π
ρ�eθ

1

ρ2
· 2

=
µ0I

2π

1

ρ
�eθ

6.2.1 ビオ・サヴァールの法則を用いた計算例

1. 直線電荷
上でやったから省略。

�B(�x) =
µ0I

2π

1

ρ
�eθ

(cf. �E(�x) =
λ

2πε0

1

ρ
�er)

2. 円形電流
z軸に直交する半径 aの円に電流 Iが流れているとする。このとき (座標の取り方は
上と一緒だが、原点は円の中心に合わせる)、

�B(�x) =
µ0I

4π

∫
C

d�x′ × �x− �x′

|�x− �x′|3

�x′ = a�e′ρ = a


cos θ

′

sin θ′

0




�x = z�ez

d�x′ = adθ′ �eθ
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�B(�x) =
µ0I

4π

∫ 2π

0

adθ′�e′θ ×
z�ez

′ − a�eρ′
(a2 + z2)

3
2

=
µ0I

4π

∫ 2π

0

dθ′
z �eρ + a�ez

′

(a2 + z2)
3
2

=
µ0I

2

a2

(a2 + z2)
3
2

�ez

このように z軸方向を向いた磁場が生じることが分かる。

3. ソレノイド
z軸と垂直で半径 a,単位長さあたりの巻数が nであるソレノイドを考える。巻線同

士の間隔∆z =
1

n
, zi = i∆zとする。このとき、

�B(�x) =

∞∑
i=−∞

µ0I

2

a2

((z − zi)2 + a2)
3
2

=
µ0I

2

1

∆z

∞∑
i=−∞

a2

{(z − i∆z)2 + a2} 3
2

≈ µ0I

2
n

∫ ∞

−∞
dz′

a2

((z − z ′)2 + a2)
3
2

�ez

=
µ0I

2
n

∫ ∞

−∞
ds

a2

(s2 + a2)
3
2

�ez s = z′ − z

もし、円電流の結果を利用してよいのなら直ちにこれが導かれるのだが…

=
µ0I

2
n

[
s

(s2 + a2)
1
2

]∞
∞
�ez

= µ0nI �ez

I = |�j(�x′)| · dS (S:導線の断面積)であるから、

Id�x′ = |�j(�x′)|dS′d�x

= �j(�x′)dS′|d�x|
= �j(�x′)d3x′

よって、ビオ・サヴァールの法則は次のように書き直すことができる。

�B(�x) =
µ0

4π

∫
V

d3x′�j(�x′)× �x− �x′

|�x− �x′|3
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ちなみに、

�E(�x) =
1

4πε0

∫
d3x′ρ(�x′)

�x− �x′

|�x− �x′|3

連続方程式 (電荷保存)は

∂ρ(�x, t)

∂t
+ div�j(�x, t) = 0

∗定常状態では、∂ρ(�x, t)
∂t

= 0となる。
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第7章 アンペールの法則とベクトルポテ
ンシャル

ここでわざわざ章を分けたのは、静磁場にとってアンペールの法則が、静電場にとっての
ガウスの法則に対応するからである。

7.1 アンペールの法則

∫
C

d�x · �B(�x)

を、電流 Iを囲む任意の閉曲線Cについて考えてみよう。

�B(�x) =
µ0I

2π

1

ρ
�eθ(=

µ0I

2π

1

R
�eθ 今の場合)

�x = ρ�eρ + z�ez ⇒ d�x = dρ�eρ + ρdθ�eθ + dz�ez(= Rdθ�eθ 今の場合)

より、∫
C

d�x · �B(�x) =
∫ 2π

0

Rdθ�eθ · µ0I

2π

1

R
�eθ

C

�ez

�eρ
�eθ

z

R

�x′

�x

図 7.1: アンペールの法則～円筒座標
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∫
C

d�x · �B(�x) = µ0I

2π

∫
C

dθ = µ0I (Cが I のまわりを一周だけした場合)

任意の閉曲線について成り立つ。ただ、Iのまわりを n回まわっている場合は µ0nI とな
る。
全部まとめて、∫
C

d�x · �B(�x) = µ0I (I : C を貫く電流)

これは電流密度を使って書き直すことができる。すなわち、∫
C

d�x · �B(�x) = µ0

∫
S

dS�n(�x) ·�j(�x′)

これをアンペールの法則という。これも微分形に書き直すことができる。ストークスの
定理を用いて、∫

C

d�x · �B(�x) =
∫
S

dS�n(�x) · rot�B(�x) = µ0

∫
S

dS�n(�x) ·�j(�x′)

∴ rot �B(�x) = µ0
�j(�x′)

これをアンペールの法則の微分形という。

さて、ここで磁場と電場について整理しておこう。

磁場・電場の法則� ✏

磁場 電場

�B(�x) =
µ0

4π

∫
d3x′�j(�x′) × �x− �x′

|�x− �x′|3
�E(�x) =

1

4πε0

∫
d3x′ρ(�x′)

�x− �x′

|�x− �x′|3∫
C

d�x · �B(�x) = µ0I = µ0

∫
S

dS�n(�x) ·�j(�x′)
∫
S

dS �E(�x) · �n(�x) = q

ε0
=

1

ε0

∫
d3xρ(�x)

rot �B(�x) = µ0
�j(�x′) div �E(�x) =

1

ε0
ρ(�x)

div �B(�x) = 0 rot�E(�x) = 0

✒ ✑
∗磁場に関する法則の下二つはアンペールの法則と、
電場に関する法則の下二つはクーロンの法則と同値である。
また、電場が時間依存性を持つ場合、

∂ρ(�x, t)

∂t
+ div�j(�x, t) = 0

38



が成り立つ。
<ヘルムホルツの定理 >{

div�V (�x) = ρ(�x)

rot�V (�x) = �j(�x)

を満たす �V (�x)は一意に存在する。1

7.2 ベクトルポテンシャル
一般に、div �B(�x) = 0であるが、

�B(�x) = rot �A(�x)

を満たす �A(�x)が存在する。ただし、一意的には定まらない (任意性を持つ)。
この �A(�x)をベクトルポテンシャル (vector potential)という。

�B(�x) =
µ0

4π
∇×

∫
�j(�x)× 1

|�x− �x′|d
3x′

�A(�x) =
µ0

4π

∫
�j(�x)× 1

|�x− �x′|d
3x′

�B(�x) = rot �A(�x)

となるわけだが。
これを用いて各々の式を書き換えると、

∇× (∇× �V ) = ∇(∇�V )−∇2�V より、

∇2 �A(�x)−∇(∇ �A(�x)) = −µ0
�j(�x)

これがベクトルポテンシャルが満たす式の一般形。ここで、さらに div �A = ∇ �A = 0とい
う条件を課すと、

∇2 �A(�x) = −µ0
�j(�x), ∇ �A(�x) = 0

ベクトルポテンシャルも含めて、もう一度表をのせておく。

1�x −→ ∞, �V (�x) −→ 0の極限をとるのか?
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磁場・電場の法則 2� ✏

磁場 電場

�B(�x) =
µ0

4π

∫
d3x′�j(�x′) × �x− �x′

|�x− �x′|3
�E(�x) =

1

4πε0

∫
d3x′ρ(�x′)

�x− �x′

|�x− �x′|3∫
C

d�x · �B(�x) = µ0I = µ0

∫
S

dS�n(�x) ·�j(�x′)
∫
S

dS �E(�x) · �n(�x) = q

ε0
=

1

ε0

∫
d3xρ(�x)

rot �B(�x) = µ0
�j(�x′) div �E(�x) =

1

ε0
ρ(�x)

div �B(�x) = 0 rot�E(�x) = 0

�B(�r) = ∇× �A(�r) �E(�r) = −∇φ(�r)
✒ ✑
ベクトルポテンシャルを使っても、

div �B = ∇ · (∇× �A) = 0

∵ ∇ · (∇× �A) =
∂

∂x

(
∂Az
∂y

− ∂Ay
∂z

)
+
∂

∂y

(
∂Ax
∂z

− ∂Az
∂x

)
+
∂

∂z

(
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

)
= 0

のように、div �B = 0は直ちに導ける。

7.3 磁場中の電流が受ける力
ローレンツ力

�F = q( �E(�x) + �v × �B(�x))

単位体積∆V = ∆S∆xあたり n個の電荷 (1個あたり qの電荷を持つ)が速度 �vで運動し
ているとしよう。このとき、

∆ �F = n∆V q�v× �B(�x)

= �j(�x)× �B(�x)∆V

= �j(�x)× �B(�x)∆S∆x

= I∆�x× �B(�x)

∴ ∆�F = I∆�x× �B(�x)

これをアンペールの力という。
この結果を使うと、C1に流れる円電流 I1とC2に流れる円電流C2(図 7.2参照)が相互に
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I1

I2

C1 C2

図 7.2: 円電流間の相互作用

及ぼす影響は、(F12は 2が 1に及ぼす力)

�F21 =

∫
C2

I2d �x2 × �B( �x2)

( �B( �x2)は I1が作る磁場 )

�F12 = −µ0

4π
I1I2

∫
C1

∫
C2

(d �x1d �x2)
�x2 − �x1

| �x1 − �x2|3
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第8章 時間的に変化する電磁場

8.1 ファラデーの電磁誘導の法則
図 8.1で、AB間の起電力を Eとすると、

qE =

∮
C

d�x�F

=

∫ B

A

d�x�F = −q ×Bl (∵ �F = q(�v × �B))

磁束Φは、

Φ
def.
=

∫
S

�B · �ndS

dΦ

dt
= Blv

E = −dΦ
dt

電磁誘導の法則

この式の”-”は、変化をうち消す向きに起電力が生じることを示している (レンツの法則)。
ま、知ってるよな。

一般の場合で考えると、図 8.2で、ある回路を含む平面 S(ここではCを含む平面になって
るけど)をとるわけだが、磁束の大きさは Sの取り方に依らない。なぜならば、Cを含む
二つの曲面 S1, S2を考えると、図 8.3で (単磁荷が存在しないから)、∫

S1

�B(�x) · �n(�x)dS −
∫
S2

�B(�x) · �n(�x)dS

=

∫
S

�B(�x) · �n(�x)dS

�v

�B

C A

B

�FlS

図 8.1: 電磁誘導の法則:磁場固定
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C
S

回路が移動

B

�V

V dx

d�x

図 8.2: 電磁誘導の法則:一般

C

S1

S2

V

図 8.3: Sの不依存
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発散定理より

=

∫
V

div �B(�x)d3x

= 0

∴ Φ1 = Φ2

である。S1, S2は任意の曲面なので、ある回路を縁とする曲面がどんな形でも磁束の大き
さは変わらない。
(一般の電磁誘導続き)

qE =

∫
C

d�x · �F = q

∫
d�x · �v × �B(�x)

= −q
∫
�B(�x) · �v × d�x

ここの変形については注1を参照。

dΦ

dt
=

∫
∆S

�B(�x) · �ndS

であるが、E = −
∫
�B(�x) · �v × d�x, dΦ

dt
= −Eから

=

∮
C

�B(�x) · �v × d�x

と表すこともできる。

磁場が動く場合 (図 8.4)を考えてみよう。電磁誘導の法則と、

1

�a

�b

�c

�b × �c

|�a| cos θ

V = |�b × �c||�a| cos θ = �a · (�b × �c)

図のように、�a,�b,�cを外積と内積ひとつずつで結ぶと、斜六面体の体積になって絶対値が等しくなる (符号は
外積のベクトルと aの方向の位置関係から分かる)。
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S

N

S

C
図 8.4: 電磁誘導の法則:磁場が動く



Φ(t) =

∫
S

�B(�x, t) · �n(�x)dS

E =

∮
C

�E(�x, t)d�x

(定義)から、∮
C

�E(�x, t)d�x = − d

dt

∫
S

�B(�x, t) · �n(�x)dS

これをファラデーの法則の積分型という。
左辺をストークスの定理で書き直すと、

∫
S

rot �E(�x, t) · �n(�x)dS = −
∫
S

∂ �B(�x, t)

∂t
· �n(�x)dS

∴ rot �E(�x, t) +
∂ �B(�x, t)

∂t
= 0

これをファラデーの法則の微分型という。これは、静電場に関する rot�E(�x) = 0を一般化
したものになっている。
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第9章 マクスウェルの方程式と電磁波

9.1 アンペール・マクスウェルの方程式
時間変化を考えたとき、静電場・静磁場の場合と同じ式が成り立つだろうか。もしダメ

だったら、どのような式に変更したらよいだろうか。

rot �B(�x, t) = µ0
�j(�x, t) を仮定する(背理法)。このとき、

∂ρ(�x, t)

∂t
+ div�j(�x, t) = 0

∇ · ∇× �B = 0になることを利用して (前に証明した)

0 = divrot �B(�x, t)

= µ0div�j(�x, t)

= −µ0
∂ρ(�x, t)

∂t
�= 0

よって、時間変化がある場合

rot �B(�x, t) = µ0
�j(�x, t)

は成り立たない。
マクスウェルは、

rot �B(�x, t) = µ0
�j(�x, t) + µ0ε0

∂ �E(�x, t)

∂t

(
=

1

c2
∂ �E(�x, t)

∂t
+ µ0

�j(�x, t)

)

(アンペール・マクスウェルの法則)とすると、時間変化がある場合も矛盾がしないとし
た。実際にやってみよう。

0 = divrot �B(�x, t)

= µ0div�j(�x, t) + µ0ε0
∂

∂t
div �E(�x, t)

= µ0div�j(�x, t) + µ0
∂ρ(�x, t)

∂t

= 0
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よって、時間的に変動する電磁場では、次のような公式が成り立つ。
真空中の電磁場のマクスウェル方程式� ✏

div �E(�x, t) =
1

ε0
ρ(�x, t) (9.1)

rot �E(�x, t) +
∂ �B(�x, t)

∂t
= 0 (9.2)

rot �B(�x, t)− 1

c2
∂ �E(�x, t)

∂t
= µ0

�j(�x, t) (9.3)

div �B(�x, t) = 0 (9.4)

✒ ✑
(9.4)は、磁気単極子が存在しないことを示唆している。

9.2 電磁波
1. (9.2)の rotをとって、

rotrot = graddiv−∇2

より、

rotrot�E +
∂

∂t
rot �B = 0

(graddiv−∇2) �E +
∂

∂t
rot �B = 0

(9.1),(9.3)より、

grad
1

ε0
ρ−∇2 �E +

∂

∂t

(
1

c2
∂

∂t
�E + µ0

�j

)
= 0(

∇2 − 1

c2
∂

∂t2

)
�E =

1

ε0
gradρ + µ0

∂

∂t
�j

2. (9.3)の rotをとって、

rotrot�B − 1

c2
∂

∂t
rot �E = µ0rot�j

(graddiv−∇2) �B − 1

c2
∂

∂t

(
−∂

�B

∂t

)
= µ0rot�j(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
�B = −µ0rot�j
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特に、ρ = 0, T = 0のとき、


(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
�E(�x, t) = 0(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
�B(�x, t) = 0

(9.5)

(9.5)を波動方程式という。

前から cと書いているが、cは c2 =
1

ε0µ0
を満たす定数とする1。

波動方程式の簡単な場合 (一方向)を考える。(
∂2

∂z2
− 1

v2

∂2

∂t2

)
φ(z, t) = 0

ここで、{
u = z − vt
w = z + vt

と変数変換すると、(z =
1

2
(u+ w), t = − 1

2v
(u− w))だから

(
∂

∂z
− 1

v

∂

∂t

)(
∂

∂z
+

1

v

∂

∂t

)
φ(z, t) = 0



∂

∂u
=
∂z

∂u

∂

∂z
+
∂t

∂u

∂

∂t
=

1

2

∂

∂z
− 1

2v

∂

∂t
∂

∂w
=
∂z

∂w

∂

∂z
+
∂t

∂w

∂

∂t
=

1

2

∂

∂z
+

1

2v

∂

∂t

である。これを用いて書き直すと、

4
∂

∂v

∂

∂w
φ(u,w) = 0

とできる。

∂

∂u

∂

∂w
φ(u,w) = 0

を考える。

∂

∂w
φ(u,w) = h(w)

とおいて、

φ(u,w) = φ(u,w0) +

∫ w

w0

h(w′)dw′

1あとから cが光速だと分かるわけだが、ここではそうとは分からない。
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φ(u,w) = f(u) + g(w)

φ(z, t) = f(z − vt) + g(z + vt)
これが一般解。このように電磁波の一般解は進行波と後退波の結合で表される。
これを利用してさらに書き換える。

∂φ(z, t)

∂t
= −v(f ′(z − vt)− g ′(z + vt))

φ0(z) = φ(z, 0) = f(z) + g(z)

φ1(z) =
∂φ(z, 0)

∂t
= −v(f ′(z)− g′(z))

f(z)− g(z) = f(0)− g(0) = 1

v

∫ z

0

φ1(z
′)dz′



f(z) =

1

2
φ0(t) =

1

2v

∫ z

0

φ1(z
′)dz′ +

1

2
(f(0) + g(0))

g(z) =
1

2
φ0(t) =

1

2v

∫ z

0

φ1(z
′)dz′ − 1

2
(f(0) − g(0))

φ(z, t) =
1

2
(φ0(z − vt)− φ0(z + vt)) +

1

2v

∫ z+vt

z−vt
φ1(z

′)dz′

各点での t = 0での値と微分係数を代入して式を決定するという考え方は、(二階の微分
方程式を解いているという点では変わらないから)力学の微分方程式を解く場合と同じ。

さて、f(z − vt)は速度 vで z軸の正方向に進む波を、g(z + vt)は速度 vで z軸の負方向
に進む波を表している。

z軸の正方向へ進む波

�E(�x, t) =


fx(z − ct)fy(z − ct)
fz(z − ct)




電荷密度が 0だから (9.1)より div �E(�x, t) = 0で、

f ′z(z − ct) = 0

∴ fz(z − ct) = const. = 0

つぎに、(9.2)から rot �E(�x, t) +
∂ �B(�x, t)

∂t
= 0より、

∂ �B(�x, t)

∂t
=




∂
∂z
fy(z − ct)

− ∂
∂z
fx(z − ct)
0



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∴ �B(�x, t) =


−1

c
fy(z − ct)

1
c
fx(z − ct)

0


 + const.(= 0とできる) =

1

c
�ez × �E(�x, t)

これを見ると、電磁波の進行方向と磁場と電場は、互いに直交することが分かる。
すなわち

�ez · �E = �ez · �B = �E · �B = 0

が成り立つ。
一般の方向 �nに進む波については、

�n · �e1 = �n · �e2 = �e1 · �e2 = 0

�E(�x, t) = �e1f1(�n · �x− ct) + �e2f2(�n · �x− ct)
�B(�x, t) = −1

c
�e1f1(�n · �x− ct) + 1

c
�e2f2(�n · �x− ct) = 1

c
�n× �E(�x, t)

このとき、前と同様に

�n · �E = �n · �B = �E · �B = 0

となる。
三次元の場合の一般解はというと、


�E(�x, t) =

∑
n

cn �En(�x, t)

�B(�x, t) =
∑
n

dn �Bn(�x, t)

となる。ただし、


�En(�x, t) = �eλ

{
sin( �kn · �x− ωnt)
cos( �kn · �x− ωnt)

�Bn(�x, t) = �eλ

{
sin( �kn · �x− ωnt)
cos( �kn · �x− ωnt)

, ω2
n = c

2 �kn
2
, ωn = 2πνn, νn :振動数

試験には、静電場・静磁場・電磁誘導・電磁波の問題がそれぞれ出るらしい。

以上
typeset by LATEX2ε
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