
数学及力学演習 L 第 1回（10/15） 解答

問題 1

(1) 両辺を微分して

y (x) = 2y (x) + 2xy′ (x)

⇔ y′ (x) = −y (x)
2x

(2) 変数分離法。

dy (x)
dx

= −y (x)
2x

⇔ dy (x)
y (x)

= −dx

2x

⇔
∫

dy (x)
y (x)

= −1
2

∫
dx

x

⇔ log |y| = − 1
2

log |x|+ C ′

⇔ y =
C√
x

(3) (1)の積分方程式に (2)の結果を代入すると∫ x

0

y (x) dx =
∫ x

0

C√
x

dx

=
[
2C

√
x

]x

0

= 2C
√

x

= 2x · C√
x

= 2xy

問題 2

(a) y′ = a
x

y

dy

dx
= a

x

y

⇔ y dy = ax dx

⇔
∫

y dx = a

∫
x dx

⇔ 1
2
y2 =

a

2
x2 + C ′

⇔ y = ±
√

ax2 + C

(b) y′ = axy

dy

dx
= axy

⇔ dy

y
= ax dx

⇔
∫

dy

y
= a

∫
x dx

⇔ log |y| =
a

2
x2 + C ′

⇔ y = Ce
a
2 x2

(c) y′ = 1 − y2

dy

dx
= (1 + y) (1 − y)

⇔ dy

(1 + y) (1 − y)
= dx

⇔
∫

dy

(1 + y) (1 − y)
=

∫
dx

⇔
∫ (

1
1 + y

+
1

1 − y

)
dy = 2

∫
dx

⇔ log |1 + y| − log |1 − y| = 2x + C ′

⇔ 1 + y

1 − y
= Ce2x

⇔ y =
Ce2x − 1
Ce2x + 1

問題 3

(1)
dy (t)

dt
= k {α − y (t)} {β − y (t)}

(2) ○ α = β のとき

dy

dt
= k (α− y)2

⇔
∫

dy

(α − y)2
= k

∫
dt

⇔ 1
α − y

= kt + C

⇔ y (t) = α − 1
kt + C
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○ α 	= β のとき

dy

dt
= k (α − y) (β − y)

⇔
∫

dy

(α − y) (β − y)
= k

∫
dt

⇔
∫ (

1
α − y

− 1
β − y

)
dy = (β − α) k

∫
dt

⇔ log |β − y| − log |α − y| = (β − α)kt + C ′

⇔ β − y

α − y
= Ce(β−α)kt

⇔ y (t) =
Cαe(β−α)kt − β

Ce(β−α)kt − 1

問題 4

u =
y

x
（uは xの関数）とおく。

y = uxの両辺を xで微分すると y′ = u′x + u

これを用いて微分方程式を変形する。

y′ =
x + y

x − y

⇔ y′ =
1 + y

x

1 − y
x

⇔ u′x + u =
1 + u

1 − u

⇔ du

dx
=

1 + u2

1 − u

1
x

⇔
∫

1 − u

1 + u2
du =

∫
dx

x

⇔
∫

1
1 + u2

du − 1
2

∫
2u

1 + u2
du =

∫
dx

x

⇔ arctan u − 1
2

log
∣∣1 + u2

∣∣ = log |x| + C ′ (∗)

x = r cos θ , y = r sin θとする

変数変換を考えると、u =
y

x
= tan θで

(∗)の式
⇔ θ − 1

2
log

∣∣1 + tan2 θ
∣∣ = log |r cos θ| + C ′

⇔ θ + log |cos θ| = log r + log |cos θ| + C ′

⇔ log r = θ − C ′

⇔ r = Ceθ

この方程式は渦巻き曲線群を表す。

問題 5

(a) y′ + k
√

y = 0 (k > 0)

dy

dx
= −k

√
y

⇔
∫

dy√
y

dy = −k

∫
dx

⇔ 2
√

y = −kx + C

⇔ y =
1
4

(C − kx)2

(b) y′ = 1 + y2

dy

dx
= 1 + y2

⇔
∫

dy

1 + y2
=

∫
dx

⇔ arctan y = x + C

⇔ y = tan (x + C)

(c) (−2x − 2y + 1) y′ + (6x − 2y − 3) = 0

y′ =
6x − 2y − 3
2x + 2y − 1

⇔ y′ =
3 − 2y

2x−1

1 + 2y
2x−1

u =
2y

2x − 1
（uは xの関数）とおく。

y =
1
2

(2x − 1) uの両辺を xで微分すると

y′ = u +
1
2

(2x − 1)u′

これを用いて微分方程式を変形する。

y′ =
3 − 2y

2x−1

1 + 2y
2x−1

⇔ u +
1
2

(2x− 1) u′ =
3 − u

1 + u

⇔ du

dx
=

(u − 1) (u + 3)
u + 1

−2
2x − 1

⇔
∫

u + 1
(u − 1) (u + 3)

du = −2
∫

dx

2x− 1

⇔
∫ (

1
u − 1

+
1

u + 3

)
du = −4

∫
dx

2x − 1
⇔ log |(u − 1) (u + 3)| = −2 log |2x − 1|+ C ′

⇔ u2 + 2u− 3 − C

(2x − 1)2
= 0

⇔ u = −1 ±
√

4 +
C

(2x − 1)2

2



y =
1
2

(2x − 1) uであったから、

y =
1
2

(2x − 1)

{
−1 ±

√
4 +

C

(2x− 1)2

}

(d) y′ =
y2

x2 + xy

u =
y

x
（uは xの関数）とおく。

y = uxの両辺を xで微分すると y′ = u′x + u

これを用いて微分方程式を変形する。

y′ =
y2

x2 + xy

⇔ y′ =

(
y
x

)2

1 + y
x

⇔ u′x + u =
u2

1 + u

⇔ u′ = − u

1 + u

1
x

⇔
∫ (

1 +
1
u

)
du = −

∫
dx

x

⇔ u + log |u| = − log |x|+ C ′

⇔ ueu =
C

x

u =
y

x
であったから、

y

x
· e y

x =
C

x

⇔ ye
y
x = C

問題 6

(a) z = t − xとすると、

∫ t

0

ex {f (t − x)}3
dx

=
∫ 0

t

ete−z {f (z)}3 (−dz)

= et

∫ t

0

e−z {f (z)}3
dz (∗)

与えられた方程式の両辺を tで微分すると、

上記 (∗)から

df

dt
+ et

∫ t

0

e−z {f (z)}3 dz+

et · e−t · {f (t)}3 = aet

⇔ df

dt
= aet − et

∫ t

0

e−z {f (z)}3
dz − {f (t)}3

⇔ df

dt
= aet −

∫ t

0

ex {f (t − x)}3
dx− {f (t)}3

⇔ df

dt
= f (t) − {f (t)}3

(b)
df

dt
= f − f3

∫
df

f − f3
=

∫
dt

⇔
∫

df

f (1 + f) (1 − f)
=

∫
dt

⇔
∫

1
f

(
1

1 + f
+

1
1 − f

)
df = 2

∫
dt

⇔
∫ (

1
f
− 1

1 + f

)
df +

∫ (
1
f

+
1

1 − f

)
df = 2

∫
dt

⇔ log
∣∣∣∣ f

1 + f

∣∣∣∣ + log
∣∣∣∣ f

1 − f

∣∣∣∣ = 2t + C ′

⇔ f2

1 − f2
= Ce2t

⇔ f (t) = ±
√

Ce2t

1 + Ce2t

積分方程式に t = 0を代入すると f (0) = a

よって C =
a2

1 − a2
で

f (t) = ±
√

Ce2t

1 + Ce2t

⇔ f (t) = ±
√

a2e2t

1 − a2 + a2e2t

(c) f (t) = ±
√

a2

1−a2

e2t + a2
より

lim
t→∞ f (t) = ±1

※ただし a = 0のときは 0
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