
数学及力学演習 L 第 2回（10/22） 解答

問題 1

(1) y′ + αy = β

(y − γ)′ + α (y − γ) = 0という形に

変形できたとすると、

y′ + αy = αγ と

y′ + αy = β を比較して

γ =
β

α

を得る。したがって微分方程式は(
y − β

α

)′
+ α

(
y − β

α

)
= 0

と変形することができて

d
(
y − β

α

)
dx

= −α

(
y − β

α

)

⇔
∫ d

(
y − β

α

)
y − β

α

= −
∫

α dx

⇔ log
∣∣∣∣ y − β

α

∣∣∣∣ = −αx + C ′

⇔ y − β

α
= Ce−αx

⇔ y = Ce−αx +
β

α

(2) y′ +
y

x
=

cos x

x

まず y′ +
y

x
= 0を解く。

dy

dx
= −y

x

⇔ dy

y
= −dx

x

⇔ log |y| = − log |x| + C ′

⇔ y =
C

x

もとの微分方程式に y =
C (x)

x
を代入する。

C ′ (x)
x

− C (x)
x2

+
C (x)
x2

=
cos x

x
⇔ C ′ (x) = cos x

⇔ C (x) = sin x + C

したがって一般解は

y =
sin x + C

x

(3) xy′ − αy − xβ = 0

まず xy′ − αy = 0を解く。

dy

y
= α

dx

x

⇔ log |y| = α log |x| + C ′

⇔ y = Cxα

もとの微分方程式に y = C (x) xα を代入する。

C ′ (x) xα+1 + αC (x) xα − αC (x)xα − xβ = 0

⇔ C ′ (x) = xβ−α−1 (∗)
⇔ C (x) =

1
β − α

xβ−α + C

したがって一般解は

y =
(

1
β − α

xβ−α + C

)
xα

=
1

β − α
xβ + Cxα

※ただし α = β の場合は (∗)以降が変わり
y = (log |x| + C) xα

　となる。

(4) y′ + xy =
x

y

u = y2 とおくと、u′ = 2yy′ で、

与えられた微分方程式は

y′y + xy2 = x

⇔ u′ + 2xu = 2x (∗)

と変形される。

まず u′ + 2xu = 0を解く。

du

u
= −2x dx

⇔ log |u| = −x2 + C ′

⇔ u = Ce−x2

(∗)の微分方程式に
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u = C (x) e−x2
を代入する。

C ′ (x) e−x2 − 2xe−x2
C (x) + 2xC (x) e−x2

= 2x

⇔ C ′ (x) = 2xex2

⇔ C (x) = ex2
+ C

よって

u =
(
ex2

+ C
)

e−x2

= 1 + Ce−x2

u = y2 であったから

y = ±
√

1 + Ce−x2

(5) y′ = 5x2y5 +
y

2x

u = y−4 とおくと、u′ = −4y−5y′ で、

与えられた微分方程式は

y−5y′ − y−4

2x
= 5x2

⇔ − u′

4
− u

2x
= 5x2 (∗)

と変形される。

まず −u′

4
− u

2x
= 0を解く。

du

dx
= −2u

x

⇔ du

u
= −2

dx

x
⇔ log |u| = −2 log |x|+ C ′

⇔ u = Cx−2

(∗)の微分方程式に
u = C (x) x−2 を代入する。

− C ′ (x)
4

x−2 +
C (x)

2
x−3 − C (x)

2x3
= 5x2

⇔ C ′ (x) = −20x4

⇔ C (x) = −4x5 + C

よって

u =
(−4x5 + C

)
x−2

= −4x3 + Cx−2

u = y−4 であったから

y = ± 4

√
1
u

, ± 4

√
1
u

i

= ± 4

√
1

−4x3 + Cx−2
, ± 4

√
1

−4x3 + Cx−2
i

(6) y′ = −y2 sin x + 2
tan x

cos x

y =
1

cos x
+

1
u
とおいて

微分方程式に代入すると

sin x

cos2 x
− u′

u2
= −

(
1

cos x
+

1
u

)2

sin x + 2
tan x

cos x

⇔ u′

u2
=

sin x

cos x

2
u

+ sin x
1
u2

⇔ u′ =
sin x

cos x
2u + sin x (∗)

まず u′ =
sinx

cos x
2uを解く。

du

u
= 2 tan x dx

⇔ log |u| = −2 log |cos x|+ C ′

⇔ u =
C

cos2 x

(∗)の微分方程式に

u =
C (x)
cos2 x

を代入する。

C ′ (x) cos2 x + C (x) · 2 cos x sin x

cos4 x

= 2
sin x

cos x

C (x)
cos2 x

+ sin x

⇔ C ′ (x) = sin x cos2 x

⇔ C (x) = −1
3

cos3 x + C ′

よって

u = −cos3 x + C

3 cos2 x

y =
1

cos x
+

1
u
であったから

y =
1

cos x
− 3 cos2 x

cos3 x + C
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問題 2

(1) y′ (t) = αy (t)より y (t) = Ceαt

初期条件 y (0) = y0 から C = y0 で

y (t) = y0 eαt

(2) (1)の式から

t =
1
α

log
y (t)
y0

よって

10倍となるには
1
α

log 10

100倍となるには
2
α

log 10

1000倍となるには
3
α

log 10

だけ時間がかかる。

(3) y′ (t) = {α − βy (t)} y (t)を解く。

1
(α − βy) y

dy = dt

⇔ 1
α

(
β

α − βy
+

1
y

)
dy = dt

⇔ log |y| − log |α − βy| = αt + C ′

⇔ y

α − βy
= Ceαt (∗)

⇔ y =
αCeαt

1 + βCeαt

初期条件 y (0) = y0 から C =
y0

α − βy0
で

y (t) =
αy0 eαt

(α − βy0) + βy0 eαt

(4) tの極限をとればよい。

lim
t→∞ y (t) =

αy0

βy0
=

α

β

(5) (3)の (∗)の式から
y (t)

α − βy (t)
=

y0

α − βy0
eαt

限界量の半分
α

2β
をこの式の y (t)に代入して

α
2β

α − α
2

=
y0

α − βy0
eαt

⇔ 1
β

=
y0

α − βy0
eαt

⇔ t =
1
α

log
(

1
β

α − βy0

y0

)

(6) y′ (t) =
{

α

1 + γt
− βy (t)

}
y (t)を解く。

y′ − α

1 + γt
y + βy2 = 0

⇔ y−2y′ − α

1 + γt
y−1 + β = 0

u = y−1 とおくと、u′ = −y−2y′ で、

微分方程式は

− u′ − α

1 + γt
u + β = 0

⇔ u′ +
α

1 + γt
u − β = 0 (∗)

と変形される。

まず u′ +
α

1 + γt
u = 0を解く。

du

u
= − α

1 + γt
dt

⇔ log |u| = −α

γ
log |1 + γt| + C ′

⇔ u = C (1 + γt)−
α
γ

(∗)の微分方程式に
u = C (t) (1 + γt)−

α
γ を代入する。

C ′ (t) (1 + γt)−
α
γ − αC (t) (1 + γ)−

α
γ −1 +

α

1 + γt
· C (t) (1 + γt)−

α
γ − β = 0

⇔ C ′ (t) = β (1 + γt)
α
γ

⇔ C (t) =
β

α + γ
(1 + γt)

α
γ +1 + C

よって

u =
{

β

α + γ
(1 + γt)

α
γ +1 + C

}
(1 + γt)−

α
γ

=
β

α + γ
(1 + γt) + C (1 + γt)−

α
γ

u = y−1 であったから

y =
{

β

α + γ
(1 + γt) + C (1 + γt)−

α
γ

}−1

初期条件 y (0) = y0 から C =
1
y0

− β

α + γ
で

y =
{

β

α + γ
(1 + γt) +

(
1
y0

− β

α + γ

)
(1 + γt)−

α
γ

}−1
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(7) uが最小値をとるとき y は最大値をとるので、

uの最小値について考える。

du

dt
=

βγ

α + γ
− Cα (1 + γt)−

α
γ −1

du

dt
= 0として

(1 + γt)−
α+γ

γ =
βγ

α + γ

1
Cα

⇔ 1 + γt =
(

βγ

α + γ

1
Cα

)− γ
α+γ

⇔ t =
1
γ

{(
βγ

α + γ

1
Cα

)− γ
α+γ

− 1

}

⇔ t =
1
γ

[{
α (α + γ − βy0)

βγy0

} γ
α+γ

− 1

]

※
du

dt
(0) = β − α

y0
≤ 0であることと

　 lim
t→∞

du

dt
=

βγ

α + γ
> 0であること、

　および関数の連続性に注意すると、

　唯一
du

dt
= 0となるこの点では

　極小値（最小値）をとるしかない。

問題 3

(1) y′ + p (x)y = 0

y′ = −p (x)y

⇔
∫

dy

y
= −

∫
p (x) dx

⇔ log |y| = −
∫

p (x) dx + C ′

⇔ y = Ce−
R

p(x)dx

(2) y′ + p (x)y + q (x) = 0

(1)の結果を利用する。

y = C (x) e−
R

p(x)dxを微分方程式に代入すると

C ′ (x) e−
R

p(x)dx − C (x) p (x) e−
R

p(x)dx+

p (x)C (x) e−
R

p(x)dx + q (x) = 0

⇔ C ′ (x) = −e
R

p(x)dxq (x)

⇔ C (x) = −
∫ {

e
R

p(x)dxq (x)
}

dx

したがって

y = −e−
R

p(x)dx

∫ {
e
R

p(x)dxq (x)
}

dx
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