
数学及力学演習 L 過去問解答

99年度
問題 1

(1) y′′ + y = 0より、y = e±ix が一般解。

実数で表すと

y = C1 cos x + C2 sinx

(2) y′′ + y = sinx

y = C1 (x) cosx + C2 (x) sinxとおいて

微分方程式に代入すると、{
C ′

1 (x) cosx + C′
2 (x) sinx = 0

−C ′
1 (x) sinx + C ′

2 (x) cos x = sinx

（第 1式を仮定して第 2式を得る）

⇔




C ′
1 (x) = − sin2 x =

1
2

(cos 2x− 1)

C ′
2 (x) = sinx cos x =

1
2

sin 2x

⇔




C1 (x) =
1
4

(sin 2x − 2x) + C3

C2 (x) = −1
4

cos 2x + C4

⇔




C1 (x) =
1
2

(sinx cosx − x) + C3

C2 (x) = −1
4

(
2 cos2 x − 1

)
+ C4

代入して整理すると

y = − 1
2

x cosx +
1
4

sinx + sinx cos2 x+

C3 cos x + C4 sinx

(3) 　 y (x) = C1 cos x + C2 sinx

= y (0) cosx + y′ (0) sinx

y′ (x) = −C1 sinx + C2 cos x

= −y (0) sinx + y′ (0) cosx

よって(
y (λ)
y′ (λ)

)
=

(
cos x sinx
− sinx cos x

) (
y (0)
y′ (0)

)

⇒ A =
(

cosx sinx
− sinx cosx

)

(4) 　∇ (∇ · u)−∇×(∇× u) = graddiv u−rot rot u

u = (u1, u2, u3)とすると

grad div u − rot rot u

= grad (u1x + u2y + u3z) − rot


 u3y − u2z

u1z − u3x

u2x − u1y




=


u1xx + u2yx + u3zx

u1xy + u2yy + u3zy

u1xz + u2yz + u3zz


−


 u2xy − u1yy − u1zz − u3xz

u3yz − u2zz − u2xx − u1yx

u1zx − u3xx − u3yy − u2zy




=


u1xx + u1yy + u1zz

u2xx + u2yy + u2zz

u3xx + u3yy + u3zz




= ∆u

(5) ガウスの発散公式：
∫∫

S

A·dS =
∫∫∫

V

div A dV

成立に必要な条件：

• S が閉曲面であること

• V が S の内部領域であること

• V の内部の点全てで divA が定義される

こと
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(6) I (y) =
∫ x2

x1

F (x, y, y′, y′′) dxとする。

ただし y (x1) = y1 , y (x2) = y2 は固定（端点）

また、ψ (x1) = ψ (x2) = 0を満たす関数 ψ を

使って ∆y = εψとすると

I (y + ∆y) = I (y + εψ)

≈ I (y) + ε
dI

dε
+

ε2

2
d2I

dε2
(a)

ここで

dI

dε

=
d

dε

∫ x2

x1

F (x, y + εψ, y′ + εψ′, y′′ + εψ′′) dx

=
∫ x2

x1

d

dε
F (x, y + εψ, y′ + εψ′, y′′ + εψ′′) dx

=
∫ x2

x1

(
∂F

∂y
ψ +

∂F

∂y′
ψ′ +

∂F

∂y′′
ψ′′

)
dx

任意の ε について (a) の第 2項以降が正になる

ためには∫ x2

x1

(
∂F

∂y
ψ +

∂F

∂y′
ψ′ +

∂F

∂y′′
ψ′′

)
dx = 0 (b)

被積分部分について

（第 2項）=
∫ x2

x1

∂F

∂y′
ψ′ dx

= −
∫ x2

x1

ψ
d

dx

(
∂F

∂y′

)
dx

（第 3項）=
∫ x2

x1

∂F

∂y′′
ψ′′ dx

=
∫ x2

x1

ψ
d2

dx2

(
∂F

∂y′′

)
dx

より、(b)は∫ x2

x1

ψ

{
∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
+

d2

dx2

(
∂F

∂y′′

)}
dx

= 0

これが任意の ψ について成立するので

∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
+

d2

dx2

(
∂F

∂y′′

)
= 0

⇔ Fy − (Fy′)′ + (Fy′′)′′ = 0

(7)（a）F が y によらないとき

Fy = 0より− (Fy′)′ + (Fy′′)′′ = 0

したがって

Fy′ − (Fy′′)′ = const.

（b）F が xによらないとき

d

dx

[
F − y′

{
∂F

∂y′
− d

dx

(
∂F

∂y′′

)}
− y′′

∂F

∂y′′

]

=
∂F

∂y
y′ +

∂F

∂y′
y′′ +

∂F

∂y′′
y′′′−

y′′
{

∂F

∂y′
− d

dx

(
∂F

∂y′′

)}
−

y′
{

d

dx

(
∂F

∂y′

)
− d2

dx2

(
∂F

∂y′′

)}
−

y′′′
∂F

∂y′′
− y′′

d

dx

(
∂F

∂y′′

)

= y′
{

∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
+

d2

dx2

(
∂F

∂y′′

)}
= 0

よって

∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
+

d2

dx2

(
∂F

∂y′′

)
= 0

⇔ F − y′
{
Fy′ − (Fy′′)′

} − y′′Fy′′ = const.
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問題 2

級数解を微分方程式に代入して

(
x2 + 2

) ∞∑
n=0

(n + λ) (n + λ − 1) anxn+λ−2−

1
x

∞∑
n=0

(n + λ) anxn+λ−1 − 6
∞∑

n=0

anxn+λ = 0

⇔
∞∑

n=0

{
λ2 + (2n − 1)λ + n (n − 1) − 6

}
anxn+λ+

∞∑
n=0

(2λ + 2n − 3) (n + λ) anxn+λ−1 = 0

次数ごとに xの係数を比較すると

xλ−1 の係数:

0 + (2λ − 3)λa0 = 0 (a)

xλ の係数:(
λ2 − λ − 6

)
a0 + (2λ − 1) (λ + 1) a1 = 0 (b)

xλ+1 の係数:(
λ2 + λ − 6

)
a1 + (2λ + 1) (λ + 2) a2 = 0 (c)

. . .

(1) a0 = 1と (a)から

(2λ − 3)λ = 0 ⇔ λ = 0 ,
3
2

(2) (i) λ = 0のとき

(b)、(c)より a1 = −6 , a2 = −18

(ii) λ =
3
2
のとき

(b)、(c)より a1 =
21
20

, a2 = − 189
1120

問題 3

(1) 　
gradG = − 1

4π
1

‖x‖3


 x

y
z




div gradG =
1
4π

{
3

‖x‖5

(
x2 + y2 + z2

)

− 3
‖x‖3

}

= 0

(2) 　∫
gradG · dS = − 1

4π

∫
1

‖x‖3


x

y
z


 · dS

= − 1
4π

∫
r

r3
· r

r
dS

= − 1
4π

∫
1
r2

dS

= −1

(3)（a）原点が含まれていないとき

(1)の結果から∫
S

gradG · dS =
∫

D

div gradGdx3

= 0

（b）原点が含まれているとき

(2)の結果から∫
D

div gradGdx3 =
∫

S

gradG · dS

= −1

よって、∫
D

div gradGdx3 =
∫

S

gradG · dS

= −
∫

D

δ (x) dx3

問題 4

J =
∫ t1

t0

G (t, x, ẋ, y, ẏ) dt = C という条件で

x, yがI =
∫ t1

t0

F (t, x, ẋ, y, ẏ) dt の

停留曲線となるための条件は、

H =
∫ t1

t0

(F + λG) dtの

停留曲線となることである。

すなわち

d

dt

{
∂ (F + λG)

∂ẋ

}
− ∂ (F + λG)

∂x
= 0 ,

d

dt

{
∂ (F + λG)

∂ẏ

}
− ∂ (F + λG)

∂y
= 0
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これを利用する。

J =
∫ 1

0

(y − x)dt

I =
∫ 1

0

{
1
2

(
ẋ2 + ẏ2

) − y

}
dt

H =
∫ 1

0

{
1
2

(
ẋ2 + ẏ2

) − y + λ (y − x)
}

dt

これをもとにオイラーの微分方程式を考える。

1. xについて

d

dt
(ẋ) + λ = 0

⇔ d2x

dt2
= −λ

⇔ x = −1
2

λ t2 + C1t + C2

初期条件から C1 =
1
2

λ − 1 , C2 = 1で

x (t) = −1
2

λ t2 +
(

1
2

λ − 1
)

t + 1

2. y について

d

dt
(ẏ) − (−1 + λ) = 0

⇔ d2y

dt2
= λ − 1

⇔ y =
1
2

(λ − 1) t2 + C3 t + C4

初期条件から C3 = −1
2

(λ + 1) , C4 = 1で

y (t) =
1
2

(λ − 1) t2 − 1
2

(λ + 1) t + 1

束縛条件 x − y = 0より λ =
1
2
となるので、

x (t) = y (t) = −1
4

t2 − 3
4

t + 1

00年度
問題 1

(1) y′′ + 2y′ = 0を解く。

y = eλx を代入すると

λ2eλx + 2λeλx = 0

⇔ λ2 + 2λ = 0
⇔ λ = 0 , −2

よって斉次方程式の一般解は

y = C1 + C2e
−2x

C1 → C1 (x) , C2 → C2 (x)として

y′′ + 2y′ + 2 = 0に代入すると、{
C ′

1 (x) + C ′
2 (x) e−2x = 0

C ′
2 (x) = e2x

（第 1式を仮定して第 2式を得る）

⇔



C1 (x) = −x + C1

C2 (x) =
1
2

e2x + C2

したがって、求める一般解は

y = −x + C2e
−2x + C

(2) 　
�eρ + ρ �eφ =


 1

ρ
0




より、

rot (�eρ + ρ �eφ) =




∂
∂ρ
∂

∂φ
∂
∂z


 ×


 1

ρ
0




=


 0

0
1



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(3) tの項が入っていないときの

オイラーの微分方程式より、

1
2

(
du

dt

)2

− u − du

dt

∂

∂u′

{
1
2

(
du

dt

)2

− u

}

= C ′
1

⇔
(

du

dt

)2

+ 2u = C1

⇔ du

dt
= ±

√
C1 − 2u

⇔
∫

du√
C1 − 2u

= ±
∫

dt

⇔
√

C1 − 2u = ∓t + C2

⇔ u (t) =
1
2

{
C1 − (∓t + C2)

2
}

初期条件（ここでは u (1) = 0と定めた）より

C1 =
1
4

, C2 = ±1
2
となるので、

u (t) =
1
2

{
1
4
−

(
t − 1

2

)2
}

= −1
2

t2 +
1
2

t

問題 2

(1) 　 x =
(

v1

v2

)
eλt

とすると

det
(

2 − λ 1
1 2 − λ

)
= 0

⇔ (2 − λ) (2 − λ) − 1 = 0

⇔ λ2 − 4λ + 3 = 0
⇔ λ = 1, 3

（a）λ = 1のとき(
1 1
1 1

) (
v1

v2

)
= 0 ⇔

(
v1

v2

)
=

(
1
−1

)

（b）λ = 3のとき(−1 1
1 −1

) (
v1

v2

)
= 0 ⇔

(
v1

v2

)
=

(
1
1

)

よって

x = C1

(
1
−1

)
et + C2

(
1
1

)
e3t

y についても同様にして求める。

y =
(

v1

v2

)
eλt

とすると

det
(−λ 1
−1 −λ

)
= 0

⇔ λ2 + 1 = 0
⇔ λ = ±i

（a）λ = iのとき( −i 1
−1 −i

)(
v1

v2

)
= 0 ⇔

(
v1

v2

)
=

(
i
−1

)

（b）λ = −iのとき(
i 1
−1 i

) (
v1

v2

)
= 0 ⇔

(
v1

v2

)
=

(
i
1

)

よって

y = C1

(
i
−1

)
eit + C2

(
i
1

)
e−it

(2) 　
z =




v1

v2

v3

v4


 eλt

とすると


λ

(
v1

v2

)
eλt =

(
2 1
1 2

)(
v3

v4

)
eλt

λ

(
v3

v4

)
eλt = −

(
2 1
1 2

)(
v1

v2

)
eλt

⇔




λ2

(
v1

v2

)
= −

(
5 4
4 5

)(
v1

v2

)

λ2

(
v3

v4

)
= −

(
5 4
4 5

)(
v3

v4

)

以下、(1)と同様にする。

det
(

λ2 + 5 4
4 λ2 + 5

)
= 0

⇔ (
λ2 + 5

)2 − 16 = 0

⇔ (
λ2 + 9

) (
λ2 + 1

)
= 0

⇔ λ = ±3i,±i

（a）λ2 = −9のとき(−4 4
4 −4

) (
v1

v2

)
= 0 ⇔

(
v1

v2

)
=

(
1
1

)
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（b）λ2 = −1のとき(
4 4
4 4

) (
v1

v2

)
= 0 ⇔

(
v1

v2

)
=

(
1
−1

)

先述の方程式から v3 , v4 を計算して

z = C1




1
1
i
i


 e3it + C2




1
1
−i
−i


 e−3it+

C3




1
−1
i
−i


 eit + C4




1
−1
−i
i


 e−it

問題 3

(1) 第 2回テストの問題 2(2)と同じなので省略。

(2) ガウスの発散定理を利用する。

div B =
(
3x2 + z

)
+

(
2yz − x2

)
+

(
2y2

)
= 2x2 + 2y2 + 2yz + z

ここで座標系を「円柱座標系」になおす。

すなわち 
 x

y
z


 =


 ρ cos θ

ρ sin θ
z




求める値は∫∫∫
V

div B dV

=
∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ 2

0

(
2ρ2 + 2ρ sin θz + z

)
ρ cos2 θ

dρ dθ dz

（ρ cos2 θはヤコビアン）

=
∫ 1

0

∫ 2π

0

cos2 θ

[
1
2

ρ4 +
2
3

ρ3 sin θz +
1
2

ρ2z

]2

0

dθ dz

=
∫ 1

0

∫ 2π

0

cos2 θ

(
8 +

16
3

sin θz + 2z
)

dθ dz

=
∫ 1

0

{
(8 + 2z)

∫ 2π

0

cos 2θ + 1
2

dθ +

16
3

z

∫ 2π

0

cos2 θ sin θ dθ

}
dz

=
∫ 1

0

{
(8 + 2z)

[
1
4

sin 2θ +
1
2

θ

]2π

0

+

16
3

z

[
−1

3
t3

]1

1

}
dz

（2項目では、cos θ = tと置換した）

=
∫ 1

0

(8 + 2z)π dz

= π
[
8z + z2

]1
0

= π (8 + 1)
= 9π

(3) 第 10回の問題 5と同じなので省略。

問題 4

第 12回の問題 3と同じなので省略。
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